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ЗАСТОСУВАННЯ  MAPLE ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
ЧИСЕЛЬНИМИ МЕТОДАМИ 

 
Брагінець О.В. Застосування  Maple до розв’язування нелінійних рівнянь чисельними методами. В роботі 

досліджено чисельні методи розв’язування нелінійних рівнянь, що мають широке застосування у математиці, фізиці та 
інженерії. Розглянуто класичні алгоритми – метод половинного поділу, метод хорд, метод Ньютона та метод простої 
ітерації. Для кожного методу наведено теоретичні основи, умови збіжності, переваги й недоліки. Особливу увагу 
приділено реалізації алгоритмів у системі Maple, що дозволяє поєднувати теоретичний аналіз із практичною 
демонстрацією. Показано приклади знаходження двох коренів конкретного рівняння як за допомогою власних 
програмних циклів, так і через вбудовані команди Maple (fsolve, Bisection, Secant, Newton). Здійснено детальний аналіз 
збіжності розглянутих чисельних методів та досліджено вплив вибору початкових наближень на ефективність обчислень. 
Встановлено, що метод Ньютона забезпечує найшвидшу збіжність за умови коректного вибору стартової точки, тоді як 
метод хорд демонструє збалансоване поєднання простоти реалізації та прийнятної швидкості. Метод дихотомії гарантує 
збіжність для будь-якої неперервної функції зі зміною знаку на кінцях інтервалу, що робить його універсальним, хоча й 
повільнішим. Метод простої ітерації потребує спеціального вибору функції, для правого та лівого коренів запропоновано 
різні варіанти, що забезпечують збіжність. Отримані результати підтверджують ефективність використання Maple як 
інструменту для навчання та наукових досліджень. У висновках узагальнено сильні та слабкі сторони методів, а також 
окреслено перспективи подальших досліджень: розширення аналізу на системи нелінійних рівнянь, дослідження умов 
збіжності для різних класів функцій та використання Maple для візуалізації процесів.  

Ключові слова: нелінійні рівняння, метод дихотомії, метод хорд, метод Ньютона, метод простої ітерації, Maple, 
чисельні методи. 

 
Brahinets O. Application of Maple to solving nonlinear equations by numerical methods. The paper investigates 

numerical methods for solving nonlinear equations that are widely used in mathematics, physics, and engineering. Classical 
algorithms are considered – the half-division method, the chord method, Newton's method, and the simple iteration method. For 
each method, theoretical foundations, convergence conditions, advantages, and disadvantages are given. Particular attention is paid 
to the implementation of algorithms in the Maple system, which allows combining theoretical analysis with practical demonstration. 
Examples of finding two roots of a specific equation are shown both using their own program cycles and using Maple's built-in 
commands (fsolve, Bisection, Secant, Newton). A detailed analysis of the convergence of the considered numerical methods is 
carried out and the influence of the choice of initial approximations on the efficiency of calculations is investigated. It is established 
that Newton's method provides the fastest convergence provided that the starting point is correctly chosen, while the chord method 
demonstrates a balanced combination of simplicity of implementation and acceptable speed. The dichotomy method guarantees 
convergence for any continuous function with a change of sign at the ends of the interval, which makes it universal, although 
slower. The simple iteration method requires a special choice of the function, and various options that ensure convergence are 
proposed for the right and left roots. The results obtained confirm the effectiveness of using Maple as a tool for teaching and 
scientific research. The conclusions summarize the strengths and weaknesses of the methods, and outline the prospects for further 
research: extending the analysis to systems of nonlinear equations, studying the convergence conditions for different classes of 
functions, and using Maple for process visualization. 

Keywords: nonlinear equations, dichotomy method, chord method, Newton's method, simple iteration method, Maple, 
numerical methods. 

 
Постановка проблеми.  
Нелінійні рівняння відіграють ключову роль у сучасному математичному моделюванні, 

оскільки саме вони описують більшість реальних фізичних, технічних, біологічних та економічних 
процесів. На відміну від лінійних моделей, нелінійні залежності дозволяють відтворювати складні 
явища – від коливальних систем і хімічної кінетики до задач оптимізації та динаміки популяцій. 
Проте їхня аналітична розв’язність є винятком, а не правилом: у загальному випадку точний 
розв’язок або не існує, або має надто складний вигляд для практичного використання. Саме тому 
чисельні методи стають основним інструментом для знаходження коренів нелінійних рівнянь. 

Основні труднощі розв’язування нелінійних рівнянь чисельними методами: 
- відсутність універсального методу, який би гарантував розв’язок для всіх типів нелінійних 
рівнянь; 
- залежність збіжності методів від вибору початкового наближення; 
- необхідність контролю похибки та оцінки точності результатів; 
- потреба у візуалізації процесу збіжності та аналізу поведінки функції. 
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Сучасні комп’ютерні математичні системи значно спрощують застосування чисельних 
алгоритмів, забезпечуючи високу точність, автоматизацію обчислень та можливість візуального 
аналізу. Одним із найпотужніших середовищ такого типу є Maple, який поєднує символьні та 
чисельні методи, підтримує широкий спектр алгоритмів для розв’язування нелінійних рівнянь і 
надає інструменти для аналізу збіжності, графічної інтерпретації та програмної реалізації власних 
методів. Такий підхід дозволяє показати практичну цінність Maple для ефективного навчання, 
досліджень та практичного застосування у різних галузях. 

Аналіз досліджень. 
Проблемою чисельного розв’язування нелінійних рівнянь є однією з ключових у чисельному 

аналізі, тому її розвиток простежується у великій кількості фундаментальних та сучасних 
досліджень. Класичні підходи до побудови ітераційних методів, аналізу їх збіжності та оцінки 
ефективності детально викладено у працях [1-3]. Значний внесок у розвиток теорії ітераційних 
методів подано у роботі [4], а концепцію оптимальних багатоточкових методів докладно розглянуто 
у дослідженні [5]. Сучасні тенденції розвитку високопорядкових ітераційних схем, їх оптимізації та 
розширення області збіжності представлені у спеціальному випуску журналу Mathematics (MDPI), 
присвяченому чисельним методам для нелінійних рівнянь [6]. 

Окремий напрям досліджень стосується застосування комп’ютерних математичних систем, 
зокрема Maple, для реалізації чисельних методів. У роботі [7] продемонстровано використання 
Maple для реалізації методів бісекції, Ньютона та січних, а також можливості графічного аналізу та 
дослідження збіжності. У статті [8] Maple застосовано для реалізації методу Адамяна при 
розв’язуванні нелінійних диференціальних рівнянь, що підтверджує ефективність поєднання 
символьних і чисельних засобів. Узагальнений огляд застосування Maple для розв’язування 
нелінійних диференціальних рівнянь подано у роботі [9]. Практичні аспекти використання Maple 
для розв’язування систем нелінійних рівнянь розглянуто у дослідженні [10].  

В [11] розглянуто застосування математичного пакету Maple до розв’язування систем 
лінійних алгебраїчних рівнянь прямими чисельними методами. На прикладі програмного пакету 
Maple в [12] показано не тільки отримання чисельного розв’язку, а і його візуалізація у вигляді 
графіків, поверхонь, що допомагає в розумінні поведінки розв’язку та впливу різних крайових умов. 
Додаткові можливості середовища описано в офіційній документації Maplesoft [13, 14]. 

Попри наявність значної кількості робіт, у яких Maple використовується для демонстрації 
окремих методів або розв’язування специфічних задач, питання систематизованого порівняння 
класичних чисельних методів саме в середовищі , з аналізом збіжності, впливу початкових 
наближень та зручності реалізації, висвітлено недостатньо. Це визначає актуальність роботи. 

Метою роботи є дослідження можливостей Maple у контексті чисельного розв’язання 
нелінійних рівнянь, порівняння ефективності різних методів та демонстрація практичних прикладів 
їх застосування. 

Виклад основного матеріалу й обґрунтування отриманих результатів дослідження.  
Розглядається рівняння вигляду:  

𝑓(𝑥) = 	0,																																																																																						(1) 
де 𝑓(𝑥) – нелінійна неперервна функція однієї змінної, тобто 𝑓:	𝑅!^𝑅!. 

У загальному випадку рівняння (1) може мати багато коренів. Чисельні методи розв'язання 
нелінійних рівнянь, які розглянуто далі, дозволяють знаходити один корінь на заданому відрізку 
[𝑎, 𝑏]. При цьому на інтервалі повинен існувати тільки один корінь. Знайти відрізок, що задоволь-
няє цю умову можна різними способами: 

а) з фізичних міркувань, тобто на основі фізичних знань про задачу; 
б) на основі досвіду розв'язання аналогічних задач; 
в) за допомогою графічних методів; 
г) шляхом відокремлення коренів. 
Якщо функція 𝑓(𝑥) заздалегідь відома, то найбільш ефективним є графічний спосіб пошуку 

відрізка [𝑎, 𝑏]. В інших випадках, коли відрізок [𝑎, 𝑏] треба найти автоматично (не візуально), то 
застосовують алгоритм відокремлення коренів. 

В чисельних методах рівняння вважається розв’язаним, якщо всі корені знайдені з заданою 
точністю, тобто з наперед заданою похибкою. Знаходження наближених коренів рівняння звичайно 
складається з двох етапів: 

1) відокремлення коренів, тобто знаходження для кожного з них відрізку ізоляції; 
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2) обчислення кореня у відрізку ізоляції з наперед заданою точністю. 
Графічний метод. Графічний метод відокремлення кореня полягає у попередньому аналізі 

поведінки функції 𝑓(𝑥) на певному інтервалі з метою визначення ділянок, на яких функція змінює 
знак, а отже – гарантовано має корінь. Цей метод не дає точного значення кореня, але забезпечує 
початкову інформацію, необхідну для подальшого застосування чисельних методів (методу 
Ньютона, січних, простої ітерації тощо).  

Ідея методу полягає в тому, що якщо функція неперервна на відрізку [𝑎, 𝑏] і виконується 
умова  

𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑏) < 0, 
то, згідно з теоремою Больцано, на цьому відрізку існує принаймні один корінь рівняння (1). 
Графічний метод дозволяє візуально знайти такі відрізки, тобто побачити, де крива перетинає вісь 
𝑂𝑥. 

Переваги графічного способу: 
- дозволяє гарантовано знайти відрізок, де є корінь; 
- допомагає уникнути помилок при виборі початкових наближень; 
- дає змогу виявити усі корені на заданому проміжку; 
- забезпечує наочність і інтуїтивне розуміння поведінки функції; 
- є універсальним і застосовується до будь-яких неперервних функцій. 

Розглянемо реалізацію цього методу у Maple на прикладі рівняння 
𝑥" − 2 + 𝑒#$ = 0.																																																																								(2) 

Задаємо функцію та будуємо її графік: 

 
Рис. 1. Графічне відокремлення коренів рівняння (2) у Maple. 

Графік показує два перетини з віссю 𝑂𝑥 на проміжках [−1,0] та [1,2], тобто рівняння має 
два корені. У Maple команда fsolve призначена для чисельного розв’язування рівнянь та систем 
рівнянь. На відміну від solve, яка шукає аналітичний розв’язок, fsolve повертає наближене числове 
значення кореня. Ця команда може знаходити один корінь за один виклик, використовуючи 
внутрішні алгоритми (модифікований Ньютона, комбіновані методи), тому важливо задавати 
інтервал, на якому треба відшукати розв’язок, якщо рівняння має не один корінь.  

Оскільки рівняння (2) має два корені, тому використовуємо два виклики: 

 
Використання інтервалів, отриманих графічним методом, забезпечує стабільність та 

точність чисельного розв’язання. Далі продемонструємо застосування чотирьох класичних методів 
для знаходження коренів на цих інтервалах. 

Метод дихотомії (бісекції). Метод дихотомії ще називають методом половинного поділу. 
При розв'язанні нелінійного рівняння методом половинного поділу задаються відрізок [𝑎, 𝑏], на 
якому існує лише один розв'язок, і бажана точність 𝜀 > 0 розв'язання задачі. Він ґрунтується на 
послідовному діленні відрізка навпіл. Якщо на кінцях відрізка функція має різні знаки, то корінь 
міститься в одній із половин. Повторюємо, доки довжина інтервалу не стане меншою за задану 
похибку. 

Метод дихотомії в Maple можна реалізувати двома способами: 
- власна реалізація, тобто написання процедури, яка крок за кроком виконує алгоритм ітерацій, що 

корисно для навчання та демонстрації принципу роботи методу; 
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- використання готової функції Bisection з пакета Student[NumericalAnalysis], що дозволяє 
швидко отримати результат із заданою точністю. 

Покажемо обидва варіанти. Власна реалізація виглядає так: 

 
Рис. 2. Програмна реалізація методу дихотомії у Maple. 

На кожному кроці надруковано номер ітерації, ліва межа 𝑎, права межа 𝑏, середина 
інтервалу 𝑐, значення 𝑓(𝑐). Наприкінці виводить наближене значення кореня. Такий варіант гарно 
ілюструє збіжність методу бісекції. Ми бачимо як інтервал звужується, а середина поступово 
сходиться до кореня. 

Використовуючи вбудовану функцію Bisection, отримаємо: 

 

  
Рис. 3. Візуалізація методу дихотомії через вбудовану команду Bisection у Maple. 
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Переваги вбудованої команди в тому, що не потрібно писати власний код, а достатньо 
викликати готову функцію, можна легко змінювати параметри точності та інтервал, Maple 
автоматично контролює похибку та кількість ітерацій. Результат може бути виведений в різному 
вигляді: тільки корінь або повна таблиця збіжності, або графічна візуалізація, що продемонстровано 
на рис.3.  

Порівнюючи наведені способи реалізації методу половинного поділу у Maple, видно, що 
бажана точність досягається за однакове число ітерацій 17.  

Метод хорд. Метод хорд ще називають методом січних. Він базується на побудові хорди 
між двома точками <𝑎, 𝑓(𝑎)= та <𝑏, 𝑓(𝑏)= і знаходженні точки перетину цієї хорди з віссю 𝑂𝑥. 
Формула для нового наближення: 

𝑥%&! = 𝑥% −
𝑓(𝑥%)

𝑓(𝑥%) − 𝑓(𝑐)
(𝑥% − 𝑐), 𝑘 = 0, 1, 2, …,																																							(3) 

де с ∈ [𝑎; 𝑏]. 
Як і з методом бісекції продемонструємо реалізацію методу хорд двома способами у Maple. 

Власна реалізація виглядає так: 

 
Рис. 4. Програмна реалізація методу хорд у Maple. 

На кожному кроці перевіряється умова 𝑓(𝑐) ∙ 𝑓(𝑎) < 0, яка дозволяє звузити інтервал так, 
щоб він містив корінь. Завжди залишаємо той кінець інтервалу, де знак функції відрізняється від 
знаку в точці 𝑐. Це гарантує, що корінь залишиться всередині нового відрізка. Наприкінці виводить 
наближене значення кореня.  

Використовуючи вбудовану команду Secant з пакета Student[NumericalAnalysis], 
отримаємо: 

 
Рис. 5. Візуалізація методу хорд через вбудовану команду Secant у Maple. 

Власна реалізація дає змогу зрозуміти алгоритм методу покроково, а вбудована команда Se-
cant зручна у простоті використання та швидкого отримання результатів у практичних задачах. 
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Метод Ньютона. Ідея методу полягає в послідовній заміні ділянки кривої 𝑓(𝑥) дотичною 
в точці 𝑐, що належить відрізку [𝑎; 𝑏] і перетинає вісь 𝑂𝑥 в точці 𝑥%. Наступне наближення розв'язку 
𝑥%&! визначається таким чином. У точці <𝑥% , 𝑓(𝑥%)= проводиться дотична до графіка 𝑓(𝑥) і визна-
чається точка 𝑥%&! як точка перетину дотичної з віссю абсцис. Пошук розв'язку припиняється при 
досягненні заданої точності |𝑥%&! − 𝑥%| < 𝜀 або |𝑓(𝑥%)| < 𝜀. 

Для визначення точки перетину (𝑘 + 1)-ї дотичної з віссю абсцис користуються формулою: 

𝑥%&! = 𝑥% −
𝑓(𝑥%)
𝑓'(𝑥%)

,				(𝑘 = 0,1,2, … ).																																																							(4) 

За початкове наближення краще брати точку 𝑥(, у якій виконується умова 𝑓(𝑥() ∙ 𝑓''(𝑥() >
0. Це означає, що функція і її кривизна «дивляться» в один бік, і дотична веде до кореня. Зазвичай 
за 𝑥( беруть один із кінців відрізку ізоляції, міркуючи наступним чином: 

- якщо 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓''(𝑎) > 0, то початкове наближення беруть 𝑥( = 𝑎; 
- якщо 𝑓(𝑏) ∙ 𝑓''(𝑏) > 0, то початкове наближення беруть 𝑥( = 𝑏. 

 
Рис. 6. Програмна реалізація методу Ньютона у Maple. 

Використовуючи вбудовану команду Newton з пакета Student[NumericalAnalysis], 
отримаємо: 
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Рис. 7. Візуалізація методу Ньютона через вбудовану команду Newton у Maple. 

Використовуючи команду Newton, треба самостійно задати початкове наближення, не 
відрізок ізоляції, як у попередніх методах. Щоб правильно вибрати один із кінців інтервалу треба в 
точках 𝑎 і 𝑏 перевірити виконання умови 𝑓(𝑥() ∙ 𝑓''(𝑥() > 0. Саме ця умова забезпечує швидку 
збіжність методу.  

Отже, у власній реалізації початкове наближення може бути вибране програмою 
автоматично за умовою збіжності, а у вбудованій команді Newton користувач повинен сам обрати 
цю точку, перевіривши необхідну умову, що не зручно. Але можна написати код для вибору точки 
𝑥(, а розв’язати рівняння через Newton. 

Метод простої ітерації. Метод простої ітерації ґрунтується на перетворенні рівняння 
𝑓(𝑥) = 0 у вигляд 𝑥 = 𝑔(𝑥) та побудові послідовності 𝑥)&! = 𝑔(𝑥)), 𝑛 = 0,1,2, …. Збіжність методу 
залежить від вибору функції 𝑔(𝑥) та початкового наближення. Метод збігається, якщо на інтервалі, 
де шукається корінь, виконується умова |𝑔'(𝑥)| < 1. Це гарантує, що послідовність {𝑥)} є збіжною.  

Для рівняння (2) існує два корені різних знаків, тому для відшукання їх методом простої 
ітерації однозначне представлення рівнянням 𝑥 = 𝑔(𝑥) неможливе. Для від’ємного кореня, тобто 
кореня з відрізка [−1,0] маємо: 

𝑥 = − ln(2 − 𝑥"), 
оскільки логарифм працює з додатними аргументами. А для кореня з відрізка [1,2] доцільно вибрати 
наступну функцію: 

𝑥 = √2 − 𝑒#$ . 
Як і в попередніх методах пошук розв'язку припиняється при досягненні заданої точності 

|𝑥%&! − 𝑥%| < 𝜀 або |𝑓(𝑥%)| < 𝜀. 
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Рис. 8. Програмна реалізація методу простої ітерації у Maple. 
Висновки та перспективи подальшого дослідження. Розв’язування нелінійних рівнянь є 

однією з ключових задач прикладної математики, і жоден метод не є універсальним. В роботі було 
проведено повний аналіз рівняння (2) із застосуванням графічних та чисельних методів, а також 
реалізовано всі алгоритми в Maple. Було реалізовано та досліджено чотири класичні методи.  

Метод дихотомії (бісекції) гарантує збіжність за умови зміни знаку на кінцях інтервалу, 
показав стабільну роботу на обох інтервалах, є найповільнішим, але найнадійнішим методом. Метод 
хорд не потребує похідної, проте залежить від вибору інтервалу. Він збігається швидше за 
дихотомію і коректно працює на обох інтервалах при правильному виборі початкових точок. Метод 
Ньютона забезпечує найшвидшу збіжність, проте потребує похідної та вдалого початкового 
наближення. Метод простої ітерації є найпростішим для реалізації, проте його збіжність залежить 
від правильного вибору функції 𝑔(𝑥). Він добре ілюструє у навчальних цілях ідею послідовних 
наближень, але для практичних задач частіше застосовують метод Ньютона чи хорд. Система Maple 
дозволяє як реалізувати алгоритми вручну, так і використовувати вбудовані команди, що робить її 
ефективним інструментом для навчання та досліджень. 

Надалі планується розширення аналізу на системи нелінійних рівнянь, де методи ітерації 
застосовуються у багатовимірному просторі, дослідження умов збіжності для різних класів функцій 
та побудова оптимальних перетворень 𝑔(𝑥). Показати використання Maple для візуалізації процесу 
збіжності та аналізу поведінки функцій. Планується розробка навчальних модулів з курсу «Чисельні 
методи» у Maple, які демонструють покрокову роботу кожного методу для студентів. 
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