
Науковий журнал "Комп’ютерно-інтегровані технології: освіта, наука, виробництво" 

Луцьк, 2019. Випуск № 37 
 

© Грінченко Л.Г. 

60 

DOI: 10.36910/6775-2524-0560-2019-37-9 

УДК: 539.3 
Грінченко Л. Г. 

Луцький національний технічний університет 
 

МЕТОД КОЛЛОКАЦІЙ СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Грінченко Л.Г. Метод коллокацій систем лінійних рівнянь зі змінними коефіцієнтами. В роботі розглянутий 
згин тонкої ізотропної прямокутної плити , з певними граничними умовами Через базові функції і функції форми визначені: 
функція прогину, кути поворотів нормалей. Проведено числові розрахунки розподілу, прогину та згинних моментів в 

головних перерізах плити.  
Ключові слова: плита, напруження, згин. 

 
Гринченко Л.Г.  Метод коллокации систем линейных уравнений с переменными коэффициентами. В работе 

рассмотрен изгиб тонкой изотропной прямоугольной плиты, с определенными граничными условиями. Через базовые 
функции и функции формы определены: функция прогиба, углы поворота нормалей Проведены числовые расчеты для 
распределения прогиба и сгинальных моментов в главных разрезах плиты. 

Ключевые слова: плита, напряжение, изгиб. 

 
Grinchenko L.G.  Collocation method of systems of linear equations with variable koefficients.  In the work is studied 

the bend of thin isotop rectangular plate, with definite limiting conditions. Through  the basic functions and the functions of the form 
are determined function of deflexion and angles of normal bending. Numerical calculations of distribution, bending and curving 
moments in main cutting of the plate. 

Keywords: flag, tension, bend. 
 

Розглянемо тонку прямокутну ізотропну плиту з розмірами в плані 2аj (j = 1,2) і товщиною h жорстко закріплену 

на контурі і завантажену на верхній поверхні сталим навантаженням 021 ),( qxxq  . Згин такої пластини описується 

диференціальним рівнянням четвертого порядку [1-4]: 
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через функцію прогину w (x1, x2).Для розрахунку напружено-деформованого стану плити необхідно знати функцію прогину 
w (x1, x2). Знаходимо її з розв’язку диференціального рівняння (1), задовільнивши при цьому відповідні граничні 
умови.Загальний розв’язок неоднорідного диференціального рівняння (1) шукаємо у вигляді суми 
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загального розв’язку 0w  однорідного диференціального рівняння: 02
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і часткового розв’язку *w  неоднорідного диференціального рівняння (1). Цей розв’язок вибираємо у вигляді: 
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 Загальний розв’язок однорідного рівняння (4) шукаємо у вигляді [5]: 
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Підставивши вираз (6) до рівняння (4) після розділення змінних приходимо до системи двох незв’язних диференціальних 
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цих рівнянь є кратні, тому загальний розв’язок однорідного рівняння (4) набуває вигляду: 
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Оскільки розглядувана задача є симетричною то прогин плити повинен бути парною функцією змінних змінних х1, 

х2. Представимо його у вигляді: 
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 При збільшенні кількості наближень k експоненціальні функції суттєво зростають. Тому для кращої можливості 
проведення числових розрахунків розв’язок (12), нормуємо представивши його у вигляді [6]: 
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Загальний розв’язок неоднорідного рівняння (1) отримуємо за формулою (3),  враховуючи співвідношення (5), (13). 
Подамо його в безрозмірних величинах 
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Диференціюючи функцію прогину  
21

, xxw по змінних 
21

, xx отримуємо вирази на кути поворотів нормалей до 

серединної поверхні плити після деформації 
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Невідомі сталі jj ax   маємо граничні умови: ;0;0 
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де )( ii x кут повороту грані ii ax  . 

 Для зручності обчислень запишемо отримані співвідношення в безрозмірних змінних 
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 Підставлюючи вирази (17), (18), (20) до граничних умов ;0;0 1

1

11 11





   
x

w
w  

0;0 1

2

21 22





   
x

w
w ;    (23) 

і враховуючи, що 0)1()1( ]2[]1[  kk CC  отримуємо систему 22 k   алгебраїчних рівнянь на невідомі коефіцієнти
][

)(

~ j

kR , 

2,1   

;0)1(
~

)1(
~

;0)1(
~

)1(
~

]2[

)(2

]2[

)(2

]2[

)(1

]2[

)(1

]1[

)(2

]1[

)(2

]1[

)(1

]1[

)(1





kkkk

kkkk

ФRФR

ФRФR
 

  ;0)1(
4

)1()(
~

)(
~

)()1(
~

)1(
~

2

22

1

2

2]1[

2

]2[

)(2

]2[

)(22

]2[

)(1

]2[

)(1

2

]2[]1[

)(2

]1[

)(2

]1[

)(1

]1[

)(1

1



















 











a

a
CФRФR

CФRФR

kkkkk

kkkkk

K

k
(24) 

 

 ;0)1(
4

)()1(
~

)1(
~

)1()(
~

)(
~

2

12

1

2

2

1

]1[]2[

)(2

]2[

)(2

]2[

)(1

]2[

)(1

]2[

1

]1[

)(2

]1[

)(21

]1[

)(1

]1[

)(1

1







 















a

a
CФRФR

CФRФR

kkkkk

kkkkk

K

k  

З перших k2  рівнянь системи (24) знаходимо: 
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 Систему рівнянь (26), (27) розв’язуємо методом колокацій. Для цього проміжок ]1;0[1  та ]1;0[2  розбиваємо 

на ряд інтервалів довжиною 
K
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 і записуємо цю систему рівнянь для кожної точки: 
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 Кількість точок колокацій (параметр К) вибираємо так, щоб досягти заданої точності задоволення системи рівнянь 

(26), (27). В рахунках покладено 3,0 . Точність задоволення граничних умов перевіряли за максимальним 

відхиленням від нуля лівих частин рівнянь (26), (27  при відомих уже коефіцієнтах 
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21 ,  з кроком 01.0H . В результаті табуляції встановлено, що для десяти точок колокацій )10( K максимальне 

відхилення від нуля за абсолютною величиною на всьому інтервалі  1;1j у випадку, коли відношення сторін плити 

задовільняє умові: ;7.0;6.0;5.0
2

1 
a

a  0.1;9.0;8.0 для рівняння (26) не перевищує 9.55164410-5, для рівняння (27) не 

перевищує 4.86448410-5. У випадку відношення 
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точність задоволення граничних умов є достатньо висока.  Знаючи параметри 
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кожній точці плити, а маючи функцію прогину за формулами (2) легко знаходимо моменти в плиті. Запишемо вирази для 

кривин волокон через які визначаються згинні моменти в 
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проведені числові розрахунки розподілу прогину та згинних моментів в головних перерізах )0( j  плити. Результат 

обчислень графічно представлені на рис. 1, 3, 5, 7, 9.  
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Рис. 1. Зміна максимального прогину плити в залежності від співвідношення її сторін. 

 

 

Рис. 2. Зміна максимального згинного моменту 2

1011
/ aqM  в центрі плити в залежності від співвідношення її 

сторін. Рис. 3. Зміна максимального згинного моменту 2

1022
/ aqM  в центрі плити в залежності від співвідношення її 

сторін.   

 

Рис. 4. Зміна максимального згинного моменту 2

1022
/ aqM  на краю плити ( 0;

122
 xax )  в залежності від 

співвідношення її сторін.Рис. 5. Зміна максимального згинного моменту 2

1011
/ aqM  на краю плити ( 0; 211  xax )  в 

залежності від співвідношення її сторін.На рисунках 1-5 представлені графіки зміни відносних величин прогину w, та 

згинних моментів 
2211

,MM  в центрі плити та на її краях в залежності від співвідношення сторін 
21

/ aa . Залежність 

максимального прогину плити (в її центрі) від співвідношення 
21

/ aa  ілюструє рисунок 1. Із збільшенням 
21

/ aa  прогин 

падає і досягає найменшого значення для квадратної плити.  Графіки зміни моментів 11
M  (рис.2) та  

22
M  (рис.3) в 

центрі плити мають протилежний характер: збільшення 
21

/ aa  приводить до зростання моменту 
22

M  і падіння моменту 
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11
M . Із збільшенням відношення 

21
/ aa  згинний момент 

11
M  на краю плити  

2211
, axax   суттєво зростає (рис.4) 

в той же час згинний момент 
22

M  (рис.5) майже не залежить від співвідношення сторін. 
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