
Науковий журнал "Комп’ютерно-інтегровані технології: освіта, наука, виробництво"   

Луцьк, 2022. Випуск № 47 

 

© Брагінець О.В., Воробйова А.І. 

55 

DOI: https://doi.org/10.36910/6775-2524-0560-2022-47-08 
УДК 519.6 

Брагінець Оксана Вікторівна, к.ф.-м.н., доцент 

https://orcid.org/0000-0003-2635-7203 

Воробйова Алла Іванівна, к.ф.-м.н., доцент 

https://orcid.org/0000-0001-5994-8187 

Чорноморський національний університет ім. Петра Могили, м. Миколаїв, Україна 

 

ВИКОРИСТАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО ПАКЕТУ MAPLE ДО РОЗВ'ЯЗАННЯ СЛАР 

ПРЯМИМИ ЧИСЕЛЬНИМИ МЕТОДАМИ. 

 
Брагінець О.В., Воробйова А.І. Використання математичного пакету Maple до розв’язання СЛАР прямими 

чисельними методами. В роботі розглянуто застосування математичного пакету Maple до розв’язування систем ліній-

них алгебраїчних рівнянь прямими чисельними методами, таким як методи: Гаусса, LU-факторизації, Холецького, від-

биття та прогонки.  

Ключові слова: системи лінійних алгебраїчних рівнянь, чисельні методи, прямі методи, Maple. 

 

Brahinets O.V., Vorobyova A.I. Using the mathematical program Maple to solve systems of linear algebraic 

equations by direct numerical methods. The paper considers the application of mathematical program Maple to solving 

systems of linear algebraic equations by direct numerical methods, such as Gaussian elimination, LU-factorization, Сholetsky, 

QR decomposition, tridiagonal matrix algorithm. 

Keywords: systems of linear algebraic equations, numerical methods, direct methods, Maple. 

 

Постановка проблеми та аналіз досліджень.  

Системи лінійних алгебраїчних рівнянь (СЛАР) невеликої розмірності, та аналітичні, точні 

методи їх розв’язання, що добре вивчається в курсі вищої математики, не викликають проблем у 

студентів комп’ютерного факультету, але завжди виникають питання щодо наближених методів 

розв’язання та розв’язку СЛАР високої розмірності. Моделювання реальних систем і процесів за-

звичай включає складні, великомасштабні математичні проблеми, які можуть не мати аналітичних 

рішень. Отже, мотивація вивчення способів знаходження наближеного розв’язку та застосування 

чисельних методів у студентів-комп'ютерників є доволі високою. Особливо приваблює можли-

вість застосування потужних комп’ютерних засобів та математичних пакетів у поєднанні з чисе-

льними методами для вирішення таких задач. 

Відомі математичні пакети Maple, MatLab, MathCad, R, Mathematica, за допомогою яких мо-

жна ефективно розв'язувати системи лінійних алгебраїчних рівнянь прямими чисельними метода-

ми та проводити попередні розрахунки з подальшою реалізацією вже в проєктований комп'ютер-

ній системі. В навчальному посібнику [1] проаналізовані ці пакети та розглядається вивчення чи-

сельних методів з використання пакета R. 

При вивченні чисельних методів студентами комп’ютерних спеціальностей доцільним є за-

стосування математичного пакета Maple, оскільки він володіє потужною мовою програмування та 

має у своєму арсеналі понад трьох тисяч різних функцій, що дозволяє розв’язати майже будь-яку 

задачу як в аналітичному, так і в чисельному вигляді. Основи роботи в середовищі цього пакета та 

використання його до вивчення вищої математики можна знайти в [2-4]. 

Maple має потужну довідкову систему з сотнями прикладів, тому може широко використо-

вуватися при вирішенні різноманітних завдань, починаючи від студента і закінчуючи науковими 

співробітниками.  

Велика кількість прикладних задач зводиться до необхідності розв'язання систем лінійних 

алгебраїчних рівнянь (СЛАР). Це одна з найпоширеніших задач обчислювальної математики. 

Опис методів (аналітичних та чисельних) розв’язання СЛАР можна знайти в багатьох посібниках 

(див., наприклад [1, 5, 6]). 

Метою роботи є показати застосування математичного пакета Maple до розв’язання СЛАР 

прямими чисельними методами таким, як метод Гаусса, Холецького, прогонки, LU-факторизації, 

відбиття. 

Виклад основного матеріалу й обґрунтування отриманих результатів дослідження.  

Розглянемо систему лінійних алгебраїчних рівнянь виду 

{

                       
                       
                
                       

                                                              ( ) 
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де      
       ̅̅ ̅̅̅      ̅̅ ̅̅̅      

       ̅̅ ̅̅̅ – задані числа;     
       ̅̅ ̅̅̅ – невідомі.  

Введемо позначення: 

  (

                  
                  
                  
                  

)    (

  
  
 
  

)         (

  
  
 
  

)  

де   – матриця розмірності    ;   – вектор-стовпець розмірності   (    );   – вектор-

стовпець розмірності   (    ), то систему (1) можна записати в матричному вигляді:  

                                                                                                ( ) 
Чисельні методи розв’язання СЛАР (1) діляться на прямі та ітераційні. В цій статті розгля-

даються прямі методи. 

Метод Гаусса. Метод виключення невідомих, або метод Гаусса є найбільш відомим з кла-

сичних точних методів розв’язання СЛАР. Він складається з двох етапів, які умовно називають 

прямим та зворотним ходом. Прямий хід полягає в послідовному виключенні невідомих, що пере-

творює систему рівнянь (1) в систему рівнянь з трикутною матрицею. З трикутної основної матри-

ці системи обчислюємо значення невідомих     
       ̅̅ ̅̅̅, починаючи з   . В цьому суть зворо-

тного ходу метода Гаусса. Розглянемо реалізацію цього метода в Maple. 

Нехай треба розв’язати СЛАР, задану наступними матрицями: 

27 93 74 45 67
59 79 66 45 90
73 82 1 9 79
39 91 95 80 52
23 64 10 61 33

A

    
  
    
  
     

, 

43
84
7

38
59

B

 
 
  
 
 
 

. 

Спочатку підключаємо пакет LinearAlgebra та вводимо наші дані 

>  

 

 

Прямий хід метода Гаусса виконується за допомогою команди GaussianElimination (зведення 

розширеної матриці системи до трикутного вигляду): 

>  

 

Зворотний хід (команда BackwardSubstitute) видає шуканий вектор-стовпець  : 

>  
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Метод Гаусса-Жордана. В методі Гаусса-Жордана при виконанні прямого ходу, проводимо 

виключення невідомих до тих пір поки в кожному рядку та стовпчику основної матриці системи, 

не залишиться тільки один ненульовий елемент, або зводимо основну матрицю СЛАР зводимо до 

діагонального вигляду з одиницями на діагоналі, при цьому розв'язок системи виявляється на міс-

ці вектора  . Зрозуміло з логічної точки зору кращою модифікацією методу Гаусса є саме метод 

Гаусса-Жордана. 

В Maple цей метод реалізується командами ReducedRowEchelonForm та BackwardSubstitute: 

>  

 

 

Метод LU-факторизації. Розглянемо метод LU-факторизації, який ще називають LU-

розкладанням або LU-декомпозицією. Суть цього метода полягає в представленні матриці   у ви-

гляді добутку двох матриць   та  , які є відповідно нижньою (лівою) та верхньою (правою) трику-

тними матрицями. Тоді систему (2) можна записати еквівалентним матричним рівнянням 

                                                                                              ( ) 
Вводимо вектор допоміжних змінних   (          )

  тоді рівняння (3) можна переписа-

ти у матричному вигляді  

{
     
     

                                                                                        ( ) 

Таким чином, для розв’язання системи (1) необхідно послідовно розв’язати дві системи 

СЛАР з трикутними матрицями коефіцієнтів.  

Розв’яжемо задану систему методом LU-факторизації в Maple. Спочатку знайдемо матриці   

та  , для цього використаємо команду LUDecomposition. 

>  
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Тут p – матриця перестановок. Розв’язуємо систему (4): 

>  

 

>  

 

Метод відбиття. Наступний прямий метод розв’язування СЛАР, який розглянемо буде ме-

тод відбиття. Він полягає в представленні матриці   у вигляді добутку     , де   – ортогональ-

на, а   – права трикутна матриці. Тоді система (2) перепишеться у вигляді 

                                                                                              ( ) 
Аналогічно до метода LU-факторизації вводимо вектор допоміжних змінних   

(          )
 . Тоді рівняння (5) можна переписати у вигляді системи матричних рівняння  

{
     
     

                                                                                        ( ) 

Розв’яжемо задану систему методом відбиття в Maple. Спочатку знайдемо матриці   та  , 

для цього використаємо команду QRDecomposition. 

>  
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Розв’язуємо систему (6): 

>  

 

>  

 

Метод Холецького (метод квадратних коренів). Розв'язування диференціальних рівнянь 

методом скінченних елементів при чисельному розв'язуванні зводиться до лінійної системи рів-

нянь, основна матриця якої симетрична. Таким чином, виникає потреба розв’язувати СЛАР з ос-

новною симетричною матрицею.  

Для розв’язання таких систем застосовується метод Холецького, або метод квадратних ко-

ренів. Симетричну матрицю   розкладають у добуток    , де   – верхня (права) трикутна матри-

ця 

При наявності    -розкладання розв’язання симетричної системи вигляду (1) зводиться до 

послідовного розв’язання двох трикутних систем  

                                                                                        ( ) 
Розглянемо симетричну систему з наступними матрицями (одразу пропишемо їх в Maple): 

>  
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Знаходимо матрицю  , використовуючи вже відому нам команду LUDecomposition, тільки 

вказуємо, що цей розклад треба зробити за методом Холецького (Cholesky): 

>  

 

Транспонуємо матрицю   та розв’язуємо послідовно дві трикутні системи (7): 

>  

 

>  

 

>  

 

Метод прогонки. При розв’язуванні практичних задач часто виникає необхідність 

розв’язування систем рівнянь, які містять велику кількість нульових елементів в основній матриці. 

Зазвичай ці матриці мають так звану стрічкову структуру, де ненульові елементи розташовані на 

головній діагоналі та на кількох сусідніх бічних діагоналях. 

Розглянемо найпростіший випадок стрічкових систем, які часто зустрічаються, наприклад, у 

задачах математичної фізики. А саме, ми будемо шукати розв’язок такої системи, кожне рівняння 

якої з’єднує три «сусідні» невідомі: 

                                                                                         ( ) 
де      ̅̅ ̅̅̅;     ,     .  

Рівняння вигляду (8) називають триточковими різницевими рівняннями другого порядку, а 

система таких рівнянь має тридіагональну структуру. Намагаючись позбавитись від ненульових 

елементів в піддіагональній частині матриці системи, припускають, що існують такі набори чисел 

   та    (     ̅̅ ̅̅̅), при яких має місце рівність  

                                                                                         ( ) 
тобто триточкове рівняння другого порядку (8) перетворюється в двоточкове рівняння першого 

порядку (9). Після нескладних перетворень у рівності (9) та (8) отримуємо, що:  

    
  

         
    

         
         

                                             (  ) 

при всіх      ̅̅ ̅̅̅. 
Такий спосіб розв’язання рівнянь виду (9) називається методом прогонки, який зводиться до 

знаходження прогоночних коефіцієнтів    та    за формулами (10) та отримання невідомих    за 

формулою (9), причому зазначимо, що при      ̅̅ ̅̅̅ процес знаходження розв’язків називають пря-
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мою прогонкою, а при           зворотною прогонкою. Зрозуміло, що метод прогонки реалізу-

ється після виконання кількості операцій, яка пропорційна  .  

Для успішного застосування методу прогону необхідно, щоб у процесі розрахунку не вини-

кало ситуацій з діленням на нуль, а при великих розмірах систем не було швидкого зростання по-

милок округлення. Тобто прогонка є коректною, якщо знаменник прогоночних коефіцієнтів (10) 

не набуває нульового значення, та стійкою, якщо |  |    при всіх      ̅̅ ̅̅̅.  
Розглянемо як метод прогонки можна реалізувати в Maple.  

>  

 

>  

 

Знайдемо коефіцієнти триточкових різницевих рівнянь (8): 

>  
 

 

 

 

 

>  
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>  
 

 

 

 

 

Прогоночні коефіцієнти (пряма прогонка): 

>  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Зворотна прогонка (обернений хід): 

>  
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Виводимо на екран відповідь: 

>  

 

Перевірка: 

>  

 

 

Завдяки чітким алгоритмам прямих методів розв’язання СЛАР студентам пропонується на-

писати програми будь-якою мовою програмування, наприклад на С++, та провести аналіз програ-

мної реалізації з розв’язанням в середовищі Maple.  

Висновки та перспективи подальшого дослідження. В статті були розглянуті основні 

прямі чисельні методи розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, до вирішення яких при-

водить багато прикладних задач. До кожного методу надано короткий алгоритм та показано як 

вони реалізуються в системі комп’ютерної математики Maple. Надалі планується продовжити се-

рію статей, які будуть присвячені вивченню інших розділів курсу «Чисельні методи» з викорис-

танням Maple. 
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