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Роман В.І., Іжик А.Б. Аналітичні залежності розрахунку координат розташування та вагових коефіцієнтів 

акустичних каналів ультразвукових витратомірів. На базі числового методу інтегрування Гауса-Якобі розроблено 

аналітичні залежності розрахунку координат розташування та вагових коефіцієнтів акустичних каналів для дво-, трьох- та 

чотириканальних хордових ультразвукових витратомірів. 
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Постановка наукової проблеми. Принцип роботи багатоканальних ультразвукових 

витратомірів (УЗВ) полягає у вимірюванні швидкості потоку не в поперечному перерізі 

вимірювального трубопроводу (ВТ), як того вимагає швидкісний метод вимірювання витрати, а 

вздовж акустичних каналів (АК) витратоміра [1]. При цьому, існує два способи підсумовування 

значень цих усереднених швидкостей [1]: з постійними або змінними ваговими коефіцієнтами. 

Зокрема, постійні вагові коефіцієнти визначаються на підставі відомих числових методів 

інтегрування (до прикладу, метод Гауса-Якобі [2, 3]), а змінні – за виміряними параметрами потоку 

(наприклад, швидкістю потоку) [1]. Також, числові методи інтегрування (ЧМІ) використовуються при 

розрахунку координат розташування АК УЗВ. Тому, під час наукових досліджень, проектуванні 

нових або удосконаленні існуючих багатоканальних УЗВ виникає потреба використання ЧМІ. 

Оскільки алгоритм роботи ЧМІ для визначення вагових коефіцієнтів та координат розташування АК 

УЗВ є досить складними та ітераційними [2, 3], в даній роботі поставлено за мету розробити 

поліноміальні залежності, які б зв’язували значення вагових коефіцієнтів та координат розташування 

АК УЗВ зі степенем вагової функції ЧМІ Гауса-Якобі. 

Аналіз досліджень. Застосування ЧМІ для розрахунку витрати багатоканальних УЗВ за 

швидкостями вздовж їх АК вперше задокументовано патентом компанії Westinghouse в 1965 році. 

Перший комерційний УЗВ природного газу, який використовував метод Гаусових квадратур, 

запатентовано компанії British Gas Corporation в 1986 році. Застосування ЧМІ для задач 

багатоканальної ультразвукової витратометрії досліджено і представлено в багатьох наукових працях 

[2-5], зокрема у звітах Американської газової асоціації [6] та Європейської групи по дослідженню 

газу [7]. До слова, в [7] чітко рекомендується застосовувати ЧМІ Гауса-Якобі або спеціально 

розроблені методи на його базі. Вклад в дослідження ЧМІ для вимірювання витрати акустичним 

методом внесли Voser, Tresch, Gruber та Staubli. В своїх працях вони досліджували ЧМІ Гауса-

Лежандра і Гауса-Якобі, що занесені в стандарти IEC 41 та ASME PTC18-2002, як ЧМІ при 

вимірювання витрати води акустичним методом (acoustic discharge measurement, ADM). 

Модифікувавши метод Гауса-Якобі, Voser розробив новий метод для визначення координат 

розташування АК та їх вагових коефіцієнтів, який покращив результат попереднього методу на 

0,1…0,2 % [3]. В подальшому, Tresch, Gruber та Staubli також запропонували удосконалювати ЧМІ 

Гауса-Якобі шляхом модифікації показника степеня його вагової функції [2]. 

В результаті виконаного огляду можна з впевненістю сказати, що ЧМІ Гауса-Якобі є основним 
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методом при визначенні координат розташування та вагових коефіцієнтів АК УЗВ. Проте, серед 

провідних науковців і дотепер не існує єдиного переконання який ЧМІ використовувати при 

проектуванні УЗВ. Так, наприклад, фірма Daniel використовує метод Гауса-Якобі, фірма RMG 

використовує метод Гауса-Чебишева, фірма Caldon – метод Гауса-Лежандра. Також, у наведених 

вище джерелах не розглянуто залежності вагових коефіцієнтів від координат розташування АК та не 

вказано, який саме ЧМІ найкраще відтворює профіль потоку та забезпечує найвищу точність 

інтегрування витрати. Тому, питання дослідження ЧМІ для задач багатоканальних ультразвукової 

витратометрії залишається відкритим. Розробка аналітичних залежностей, які зв’яжуть значення 

вагових коефіцієнтів та координат розташування АК УЗВ зі степенем вагової функції ЧМІ Гауса-

Якобі, дозволить проводити швидкі порівняльні дослідження різноманітних конструкцій УЗВ із 

застосуванням комп’ютерної техніки та відомих формул профілів потоку, зокрема спотвореного (у 

вигляді функцій Salami). 

В даній роботі частково використані результати досліджень, викладених в магістерській 

кваліфікаційній роботі [14] студента, науковим керівником якого був Роман В.І. 

Виклад матеріалу. УЗВ у якому застосовано більше ніж один АК називають багатоканальним. 

В залежності від схеми просторового розташування АК, УЗВ поділяють на хордові, діаметральні або 

комбіновані [1]. В даній роботі досліджено найбільш розповсюджені – хордові УЗВ, у яких АК 

розташовані у симетричних відносно осі не діаметральних площинах (див.рис.1). Для обчислення 

об’ємної витрати багатоканальних хордових УЗВ (qUSM) може бути застосована наступна формула [2, 

3]: 
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де R – внутрішній радіус ВТ (або корпусу УЗВ); x(і), w(і) – координата розташування та ваговий 

коефіцієнт i-го АК; uh(i) – усереднена вздовж i-го хордового АК швидкість потоку; N – кількість АК. 
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Рис. 1. Спрощена схема просторового розташування АК двоканального хордового УЗВ: 

ЕАП – електроакустичний перетворювач 

 

Для реалізації формули (1) необхідно мати значення x(і) та w(і), а також значення середньої 

швидкість потоку uh(i) вздовж кожного хордового АК. Як було зазначено вище, для розрахунку 

значень x(і) та w(і) використовують ЧМІ. 

Згідно теорії, первинно об’ємна витрата потоку через переріз ВТ круглої форми може бути 

описана подвійним визначеним інтегралом, де підінтегральною функцією виступає розподіл 

швидкості потоку в перерізі ВТ. Враховуючи, що розподіл швидкості залежить від багатьох факторів 

(число Рейнольдса, шорсткість внутрішньої поверхні ВТ, зовнішні сили, що діють на потік під час 

руху по ВТ складної конфігурації), його аналітична форма (підінтегральна функція) ускладнюється 

[2, 3]. 

В тих випадках, коли неможливо розрахувати визначений інтеграл за класичною формулою 

Ньютона-Лейбніца, зокрема із-за занадто складного вигляду первісної функції, застосовують числові 

методи [8-9]. Визначений інтеграл в такому випадку можна розглядати як функціонал 
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a

J W x f x dx=  , заданий на деякій множині ( )f D J , де W(x) ≥ 0 – задана вагова функція. У 

випадку вимірювання витрати функція f(x) це аналітична форма розподілу швидкості в перерізі ВТ. 

Однією із загальних ідей при побудові алгоритмів наближеного обчислення такого інтегралу є 

наступна [8-9]: для підінтегральної функції будується деяке наближення і наближено покладають 

2 ( ) ( )

b

h

a

J W x f x dx  . Звичайно, наближення fh(x) має бути таким, щоб інтеграл J2 обчислювався 

простіше, ніж інтеграл J1. В математиці поширені наближення, які лінійно виражаються через 

функцію f(x) та її похідні в точках із діапазону інтегрування функції. На практиці, згідно аналізу 

науково-технічних праць [10, 11], розглядаються наближення в яких використовують лише значення 

функції f(x) і не використовуються її похідні. 

Формула для розрахунку визначеного інтеграла з використанням ЧМІ без застосування 

похідних виглядає наступним чином 3

1
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j j

j

J w f x
=

 , де Nt – число точок, в яких вираховують 

значення підінтегральної функції f(x). Точки в яких вираховують значення підінтегральної функції x 

називають абсцисами ЧМІ, а w – вагами ЧМІ [8-11]. Практично абсцисам ЧМІ відповідають 

координати розташування АК УЗВ, а вагам ЧМІ відповідають вагові коефіцієнти АК, які множаться 

на швидкості знайдені вздовж цих каналів ультразвуковим методом. В результаті кількість абсцис Nt 

ЧМІ відповідатиме кількості АК N (далі Nt позначатимемо як N). 

Інтеграл J3 з інтегралу J2 можна отримати, якщо вибрати fh(x) у вигляді 

1 , 1

1
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=

 = , де 1( ; )Ntp x f−  – інтерполяційний поліном степеня Nt-1 для 

функції f(x) за вузлами xj, j = 1…Nt; , 1j Ntl −  – фундаментальні інтерполяційні поліноми. В такому 

випадку , 1( ) ( )

b

j j Nt

a

w W x l x dx−=   [8]. 

Згідно такого підходу ЧМІ поділяються на три групи [8]: методи Ньютона-Котеса 

(прямокутників, трапецій, Сімпсона, трьох восьмих та інші); метод Чебишева; методи найвищого 

ступеня точності Гауса. 

ЧМІ першої групи застосовуються для розв’язку так званої задачі Ньютона [10]: коли для 

заданого розташування абсцис і їх кількості, потрібно знайти найкращі значення вагів ЧМІ. Дана 

задача є найбільш гнучкою, так як для довільного розташування абсцис дозволяє знайти оптимальне 

значення вагів. При цьому, при заміні підінтегральної функції на поліном нульового, першого і 

другого степеня отримаємо ЧМІ прямокутників, трапецій, Сімпсона відповідно. Проте, застосування 

цього класу ЧМІ для багатоканальних УЗВ є незручним. Це пояснюється тим, що в цих методах 

вимагається для абсцис використовувати фіксовані точки (крайні точки інтервалу інтегрування та 

його середину). Практично це недопустимо, так як розташування АК прямо на стінці ВТ є 

технологічно неможливим. Також, ці методи згідно правила Рунге мають низький порядок точності 

(0 – метод правих і лівих прямокутників, 1 – метод середніх прямокутників і трапецій; 3 – метод 

парабол Сімпсона). 

ЧМІ другої групи застосовуються для розв’язку так званої задачі Чебишева [10]: для заданих 

значень вагів та їх кількості знайти оптимальне значення абсцис. Зважаючи на трактування задачі 

реалізувати її для багатоканального УЗВ буде складно, так як потрібно на перед знати структуру 

потоку яка б враховувалась певним розташуванням АК. Окрім реалізації, в роботі [11], проведено 

аналіз ЧМІ і показано, що метод Чебишева дає найбільшу похибку інтегрування. Відповідно 

застосування цього ЧМІ не розглядається в даній роботі. 

ЧМІ третьої групи застосовуються для розв’язку так званої задачі Гауса [10]: знайти 

оптимальні значення абсцис і відповідні їм значень вагів. ЧМІ Гауса із-за своїх властивостей 

дозволяють визначити абсциси і ваги таким чином, щоб отримати формулу ЧМІ якомога більшого 

порядку точності на відміну від обмежених у цьому попередніх методів. В роботі [11], методи Гауса 

дають найменшу похибку інтегрування. Відповідно застосування цього ЧМІ є актуальним і 

доречним, щоб бути розглянутим в даній роботі. 

Порядок точності ЧМІ Гауса складає 2N-1, такий результат досягається використанням 
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ортогональних поліномів в якості вагових функцій [13]. В залежності від поліномів, які 

використовуються в формулі ЧМІ Гауса, існує ряд різновидів даного методу. Серед найбільш 

застосовуваних ЧМІ Гауса можна назвати метод Гауса-Якобі. Його формула для відносного інтервалу 

інтегрування х[-1; 1] із використанням ортогонального ультрасферичного полінома Якобі виглядає 

наступним чином 

1

11

( ) ( ) ( )
N

j j

j

W x f x dx w f x

+

=−

= . При цьому вагова функція поліному Якобі має 

вигляд W(x) = (1-x)α(1+x)β, де α = β – коефіцієнти вагової функції поліному Якобі (за замовчуванням 

0,5). 

Оскільки ЧМІ Гауса-Якобі дає можливість отримати наближений розв’язок визначеного 

інтегралу на проміжку інтегрування х[-1; 1] для функції f(x), дуже часто в якості f(x) розглядають 

розподіл швидкості потоку в перерізі ВТ. При цьому відомі тільки декілька швидкостей, виміряних у 

точках розташування АК УЗВ. Тобто, розглядаючи симетричний незбурений профіль швидкості 

потоку під час усталеного режиму руху потоку як вагову функцію W(x) у вигляді (1-x2)k, де k = α = β, 

зміною значень k (k > 0) [2, 3], можна наблизити форму кривої W(x), до вигляду кривої розподілу 

швидкості потоку у ВТ. При цьому буде отримано значення x та w, які забезпечать якнайбільш точне 

інтегрування профілю швидкості, а отже і витрати потоку. 

Для прикладу, у роботах [2, 3] авторами пропонується модифікація вагової функції полінома 

Якобі таким чином, щоб вона була аналітично близькою до функції розподілу швидкості (розподілу 

елементарної витрати потоку, area-flow-function). На основі цього підходу у [2] запропоновано 

вибрати коефіцієнт k рівним 0,6 та розроблено новий ЧМІ під назвою OWICS (Optimal Weighted 

Integration for Circular Section). Для цього методу у [3] представлені аналітичні залежності для 

розрахунку абсцис та вагів ЧМІ в залежності від кількості N. Проте, досі не існує залежностей, які б 

охоплювали увесь діапазон k для найбільш типової кількості АК УЗВ N = 2…4. Тому, в цій роботі 

розроблено такі аналітичні залежності, що зв’яжуть значення x(і) та w(і) зі значенням k ЧМІ Гауса-

Якобі для N = 2…4 хордових УЗВ. 

Розробка аналітичних залежностей для координат розташування АК УЗВ. Розрахунок 

координат розташування АК УЗВ може мати декілька реалізацій, як це показано в [3, 9, 10]. Оскільки 

поліном Якобі є табличним ортогональним поліномом [8], для якого відоме рекурентне рівняння (2), 

доцільним буде застосувати наступний алгоритм розробки аналітичних зеленостей для координат 

розташування АК УЗВ по аналогії знаходження абсцис ЧМІ Гауса-Якобі на основі якого він 

побудований: 

1. Вибір значення N з діапазону N = 2…4. 

2. Вибір значення k з діапазону k = 0,5…0,9. 

3. Побудова рекурентних рівнянь поліному Якобі за модифікованою класичною формулою (2), 

в якій коефіцієнти α та β замінені на k. 
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4. Знаходження коренів поліному Якобі pj+1, які й будуть абсцисами ЧМІ Гауса-Якобі, а 

відповідно x(i) – координатами розташування АК УЗВ. Для знаходження коренів поліному Якобі в 

даній роботі використано функцію roots програмного середовища MATLAB. Результати розрахунку 

координат розташування АК УЗВ зведено в табл.1, де індекси біля x – це номери АК УЗВ. 

Таблиця 1. Координати розташування АК УЗВ за ЧМІ Гауса-Якобі 

k 
N = 2 N = 3 N = 4 

x1,2 x1,3 x2 x1,4 x2,3 

0,50 ±0,5000 ±0,7071 0 ±0,8090 ±0,3090 

0,60 ±0,4880 ±0,6956 0 ±0,7996 ±0,3038 

0,70 ±0,4767 ±0,6846 0 ±0,7905 ±0,2988 
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0,80 ±0,4662 ±0,6741 0 ±0,7817 ±0,2940 

0,90 ±0,4564 ±0,6642 0 ±0,7732 ±0,2895 

 

5. Провівши аналіз отриманих результатів, шляхом апроксимації поліномами різного степеня, 

отримуємо наступні аналітичні залежності x = f(k) та середньоквадратичне відхилення (СКВ) по 

відношенню до табличних значень: 

N = 2: 
2

1,2 0,0368 0,1604 0,571x k k=  −  +   (СКВ = 2,210·10-5) 

N = 3: 
2

1,3 0,0251 0,1423 0,772x k k=  −  +   (СКВ = 1,997·10-5) 

2 0x =  

N = 4: 
2

1,4 0,0146 0,1098 0,8602x k k=  −  +  (СКВ = 2,375·10-5) 

2

2,3 0,0115 0,0647 0,3385x k k=  −  +  (СКВ = 7,428·10-6) 

Графіки отриманих поліноміальних аналітичні залежності x = f(k) наведено на рис.2. 
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Рис.2. Графіки аналітичних залежностей x = f(k) для УЗВ з різним значенням N: 

pol – крива за поліномом, tabl – табличні дані 

 

Розробка аналітичних залежностей для вагових коефіцієнтів АК УЗВ. Для більшості ЧМІ, 

які застосовуються для ультразвукової витратометрії, зокрема Гауса-Лежандра, Гауса-Чебишева 1-го 

порядку, Гауса-Чебишева 2-го порядку, науковцями отримані прості аналітичні залежності для 

визначення вагів [8, 9]. Однак, для методу на основі ЧМІ Гауса-Якобі, визначення вагів (вагових 

коефіцієнтів АК УЗВ) відбувається за іншим підходом. Згідно [8, 9] розрахунок вагових коефіцієнтів 

АК на основі ЧМІ Гауса-Якобі може бути виконаний за наступною формулою виду 

1
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Підставляючи отримані вище значення координат розташування x та значення k, для яких вони 

були отримані, розраховуємо вагові коефіцієнти w. Результати розрахунку вагових коефіцієнтів АК 

УЗВ зведено в табл.2. 
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Таблиця 2. Вагові коефіцієнти АК УЗВ за ЧМІ Гауса-Якобі 

k 
N = 2 N = 3 N = 4 

w1,2 w1,3 w2 w1,4 w2,3 

0,50 0,9069 0,5554 0,7853 0,3693 0,5976 

0,60 0,8908 0,5537 0,7687 0,3719 0,5882 

0,70 0,8754 0,5517 0,7530 0,3740 0,5793 

0,80 0,8607 0,5495 0,7382 0,3758 0,5708 

0,90 0,8467 0,5470 0,7242 0,3772 0,5626 

 

Провівши аналіз отриманих результатів, шляхом апроксимації поліномами другого степеня, 

отримуємо наступні аналітичні залежності w = f(k): 

N = 2: 2

1,2 0,0349 0,1992 0,9978w k k=  −  +   (СКВ = 1,957·10-5) 

N = 3: 2

1,3 0,013032 0,002628 0,55996w k k= −  −  +  (СКВ = 1,904·10-5) 

2

2 0,047 0,2185 0,8828w k k=  −  +    (СКВ = 5,387·10-5) 

N = 4: 2

1,4 0,0185 0,0457 0,351w k k= −  +  +   (СКВ = 4,545·10-5) 

2

2,3 0,02 0,116 0,65w k k=  −  +    (СКВ = 5,061·10-5) 

Графіки отриманих поліноміальних аналітичні залежності w = f(k) наведено на рис.3. 
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Рис.3. Графіки аналітичних залежностей w = f(k) для УЗВ з різним значенням N: 

pol – крива за поліномом, tabl – табличні дані 

 

Висновки та перспективи подальшого дослідження. За результатами виконаних досліджень, 

було вперше розроблено аналітичні залежності x = f(k) та w = f(k) для ЧМІ Гауса-Якобі (N = 2…4). Всі 

залежності були описані поліномами другого порядку, що в подальшому дозволяє застосовувати їх 

для розрахунку складових рівняння об’ємної витрати багатоканальних хордових УЗВ (x та w) без 

застосування ітераційних процедур та довідкових таблиць даних ЧМІ Гауса-Якобі. Також, слід 

зазначити, що подібні залежності x = f(k) та w = f(k) для ЧМІ Гауса-Якобі можна легко (за 

необхідності) розробити для УЗВ з N більше 4. Під перспективою подальших досліджень авторами 

вбачається застосування розроблених залежності x = f(k) та w = f(k) при пошуку шляхів усунення 

похибок УЗВ, зумовлених роботою витратомірів в умовах спотворень структури потоку – задача 

пошуку конструкції УЗВ інваріантної до гідродинамічних збурень потоку. 
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