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Постановка задачі. Дискретні випадкові величини часто використовуються у дослідженнях 

процесів функціонування систем, що відносяться до області комп’ютерної інженерії. Типовим 

прикладом таких випадкових величин є кількість вимог, що надходять до систем масового 
обслуговування (СМО) за певний проміжок часу, наприклад, кількість запитів до сервера комп’ютерної 

мережі [1].  

Кожну СМО можна розглядати як обслуговуючий апарат А, що функціонує у відповідності з 
вимогами технології (рис. 1, а). Вхідний потік вимог Х, які поступають на обслуговувавння до апарату 

А, і випадковий процес їх обслуговувавння Т породжують вихідний потік обслужених вимог Y, а це 

дає можливість прогнозувати показники якості роботи СМО. 
 

 
Рисунок 1. а - Структура системи масового обслуговування; 

б – Схема утворення потоку з післядією Е шляхм k –кратного розрідження найпростішого потоку П 

Розглянемо процес надходження вимог до СМО. Відмітимо на осі 𝑂𝑡 точками моменти 

надходження вимог (рис. 1, б). Тоді віддаль між сусідніми точками являє собою тривалість проміжку 

часу між моментами надходження вимог одна за одною. 

Кількість вимог, що надходять протягом певного інтервалу часу 𝜏 будемо вважати випадковою 

величиною 𝑅. Імовірність того, що за час 𝜏 у систему надійде рівно 𝑅 = 𝑟 вимог, позначимо 𝑃𝑟(𝜏). 
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Зробимо декілька припущень відносно характеру вхідного потоку вимог. Процес надходження 

вимог будемо вважати стаціонарним, а, отже, імовірність 𝑃𝑟(𝜏) сталою на цьому проміжку часу. 

Потік вимог будемо вважати ординарним: імовірність того, що за нескінченно малий проміжок 

часу 𝑑𝜏 у систему надійде більше однієї вимоги, є величина нескінченно мала вищого порядку малості 

в порівнянні з величиною інтервалу часу 𝑑𝜏. Імовірність надходження однієї вимоги на протязі 

інтервалу часу 𝑑𝜏 вважається пропорційною довжині цього інтервалу, тобто дорівнює λ𝑑𝜏 , де λ- 
коефіцієнт пропорційності.  

З метою спрощення спочатку припустимо, що кількість вимог, що надійшли за час 𝜏, не 

залежить від того, скільки вимог надійшло в будь-який інший інтервал часу такої ж величини, що 

передували інтервалу 𝜏. У зв’язку з цим потік вимог спрощено розглядаємо як потік без післядії. 

Потік вимог, для якого властивості ознаки стаціонарності, ординарності та відсутності 

післядії, прийнято називати найпростішим, Для такого потоку імовірність того, що на протязі 

інтервалу часу 𝜏 у систему надійде 𝑟 вимог, описується розподілом Пуассона: 

𝑃(𝑅 = 𝑟) = 𝑃𝑟(𝜏) =
(λτ)𝑟

𝑟!
𝑒−λτ;   𝑟 = 0, 1, 2, …  (1) 

Математичне сподівання 𝑀𝑟і дисперсія 𝐷𝑟  кількості вимог 𝑟, які надходять у систему на протязі 

часу 𝜏, відповідно дорівнюють: 

𝑀𝑟 = λτ;       (2) 

𝐷𝑟 = λτ.       (3) 

З цих формул безпосередньо випливає, що λ =
𝑀𝑟

τ
 , тому коефіцієнт пропорційності λ  можна 

розглядати як математичне сподівання кількості вимог, що надходять у СМО за одиницю часу, тобто 

як інтенсивність процесу надходження вимог, Іншими словами,  - це інтенсивність вхідного потоку 

вимог. 

Рівність 
𝑀𝑟

𝐷𝑟
= 1        (4) 

є необхідною, але не достатньою, ознакою найпростішого потоку вимог. 

Потоки з післядією Е можна отримати шляхом розрідження найпростішого потоку. Візьмемо 
із найпростішого потоку вимог, позначеного на рис. 1 (б) символом П, кожну k–ту точку і спроектуємо 

її на нову вісь , залишаючи масштаб часу поперднім. Точки на новій осі, отримані у такий спосіб, 

означають моменти надходження вимог у процесі Е з параметром k. Імовірність того, що на протязі 

інтервалу часу довжиною 𝜏 у процесі Е надійде r вимог, позначимо 𝑃𝑟
𝑘(𝜏). 

Імовірність надходження r вимог протягом інтервалу часу 𝜏 у процесі Eрланга E з післядією k 

дорівнює імовірності надходження вимог у кількості не меншій, ніж k-1 штук в процесі П: 

{
 
 

 
 

𝑃0 
𝑘(𝜏) = 𝑃0(𝜏) + 𝑃1(𝜏) +⋯+ 𝑃𝑘−1(𝜏);

𝑃1
𝑘(𝜏) = 𝑃𝑘(𝜏) + 𝑃𝑘+1(𝜏) + ⋯+ 𝑃2𝑘−1(𝜏);
…………………………………………………

𝑃𝑟 
𝑘(𝜏) = 𝑃𝑟𝑘(𝜏) + 𝑃𝑟𝑘+1(𝜏) + ⋯+ 𝑃𝑟𝑘+𝑘−1(𝜏);
…………………………………………………

𝑟 = 0, 1, 2, …

     (5) 

Цю систему рівностей можна записати у вигляді більш компактної формули: 

𝑃𝑟 
𝑘(𝜏) = 𝑒−λ𝜏 ∑

(λ𝜏)𝑛

𝑛!
𝑘𝑟+𝑘−1
𝑛=𝑘𝑟 ,   𝑟 = 0, 1, 2, …       (6) 

Позначивши інтенсивність надходження вимог у процесі Е символом Ʌ  внаслідок розрідження 

найпростішого потоку вимог можна записати 

Ʌ =
λ

𝑘
.         (7) 

Тому наведена формула для обчислення імовірностей надходження вимог у процесі Е матиме 
вигляд: 

𝑃𝑟 
𝑘(𝜏) = 𝑒−𝑘Ʌ𝜏 ∑

(𝑘Ʌ𝜏)𝑛

𝑛!
𝑘𝑟+𝑘−1
𝑛=𝑘𝑟 ,   𝑟 = 0, 1, 2, …     (8) 

Неперервні випадкові величини. Математичний опис процесу обслуговування вимог можа 

виконати за тією ж схемою, яка була використана нами для опису вхідного потоку вимог. Точки на 

числовій осі в цьому випадку означають моменти початку обслуговування вимог, що надходять до 
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обслуговуючого апарату системи, а віддаль між сусідніми точками – це не що інше, як тривалість 

процесу обслуговування вимог. 

Введемо у розгляд випадкову величину T – тривалість часу обслуговування вимоги – це 
проміжок часу між моментами надходження вимог на обслуговування. Ця випадкова величина є 

неперервною. Для неї можуть бути знайдені диференціальна 𝑓(𝑡) та інтегральна 𝐹(𝑡) функції розподілу 

імовірностей. 

Диференціальна функція 𝑓(𝑡) розподілу тривалості часу обслуговування вимог у випадку 

найпростішого характеру процесу обслуговування має вигляд: 

𝑓(𝑡) = 𝜇𝑒−𝜇𝑡 .        (9) 

де 𝜇 - інтенсивність процесу обслуговування, що має найпростіший характер – часто у цьому випадку 

кажуть, що час обслуговування є експоненціальним. 

Інтегральна функція 𝐹(𝑡) розподілу імовірностей тривалості часу обслуговування вимог у 

випадку найпростішого характеру процесу обслуговування має вигляд: 

𝐹(𝑡) = 1 − 𝑒−𝜇𝑡 .       (10) 

Зауважимо, що інтегральнафункція 𝐹(𝑡) – це імовірність того, що випадкова величина T 
тривалості часу обслуговування вимог прийме значення, яке буде менше або дорівнюватиме деякому 

значенню t, тобто 𝐹(𝑡) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡). 
Математичне сподівання 𝑀𝑡  та дисперсія 𝐷𝑡  тривалості часу обслуговування у найпростішому 

процесі обслуговування вимог відповідно дорівнюють: 

𝑀𝑡 =
1

𝜇
;        (11) 

𝐷𝑡 =
1

𝜇2
.        (12) 

Рівність 

 
𝑀𝑡
2

𝐷𝑡
= 1         (13) 

є ознакою того, що процес обслуговування вимог є найпростішим. 

Інтенсивність 𝜇𝐸  Ерлангівського процесу обслуговування можна визначити за формулою: 

𝜇𝐸 =
𝜇

𝑘
.        (14) 

Диференціальна 𝑓𝑘(𝑡) функція розподілу тривалості часу обслуговування вимог у випадку 

Ерлангівського характеру процесу обслуговування має вигляд: 

𝑓𝑘(𝑡) =
𝑘𝜇𝐸(𝑘𝜇𝐸𝑡)

𝑘−1

(𝑘−1)!
𝑒−𝑘𝜇𝐸𝑡 .      (15) 

Інтегральна функція розподілу імовірностей тривалості часу обслуговування вимог у випадку 
Ерлангівського характеру процесу обслуговування має вигляд: 

𝐹𝑘(𝑡) = 1 − 𝑒−𝑘𝜇𝐸𝑡 ∑
(𝑘𝜇𝐸𝑡)

𝑛

𝑛!
.𝑘−1

𝑛=0      (16) 

Математичне сподівання 𝑀𝑡
𝑘 та дисперсія 𝐷𝑡

𝑘 тривалості часу обслуговування у Ерлангівському 

процесі обслуговування відповідно дорівнюють: 

𝑀𝑡
𝑘 =

1

𝜇𝐸
;        (17) 

𝐷𝑡
𝑘 =

1

𝑘𝜇𝐸
2.        (18) 

Параметр стабільності k процесу Ерланга можна визначити за формулою: 

𝑘 =
(𝑀𝑡

𝑘)2

𝐷𝑡
𝑘 .        (19) 

Ознакою того, що процес обслуговування вимог дійсно є Ерлангівським, є виконання 

нерівності 𝑘 > 1. Чим більше значення цього параметру, тим стабільнішим є процес обслуговування, 

а характер його стає все ближчим до детермінованого. 
Основна частина. Перевірка гіпотези про характер вхідного потоку вимог. Нехай ми маємо 

можливість вести спостереження за роботою СМО і експериментальним шляхом визначати кількість 

вимог, що надходять до системи за проміжки часу конкретної величини. Задамося метою перевірити 
гіпотезу про характер вхідного потоку вимог і обчислити його параметри. Нижче у табл. 1 наведені 

дані n=100 спостережень кількості надходжень вимог до СМО протягом п’ятихвилинних проміжків 

часу (𝝉 = 𝟓 хв.). Для вирішення поставленої задачі необхідно виконати наступне. 
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1. Побудувати емпіричний розподіл частот надходження вимог у кількості 𝑟𝑖 штук 

протягом п’ятихвилинних проміжків часу. 

2. Визначити середню кількість вимог 𝑟𝑐, що надходять у СМО протягом п’ятихвилинних 

проміжків часу: 

𝑟с =
∑𝑟𝑖𝑛𝑖

𝑛
.       (20) 

3. Визначити інтенсивність вхідного потоку вимог, що надходять у СМО протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу: 

Ʌ =
1

𝑟с
.        (21) 

Таблиця 1. Дані n=100 спостережень кількості надходжень вимог до СМО протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу 

 

𝑖 𝑟𝑖 𝑖 𝑟𝑖 𝑖 𝑟𝑖 𝑖 𝑟𝑖 

1 3 26 2 51 1 76 8 

2 4 27 4 52 6 77 6 

3 8 28 3 53 4 78 2 

4 1 29 7 54 3 79 5 

5 4 30 5 55 7 80 3 

6 3 31 7 56 5 81 8 

7 5 32 3 57 4 82 4 

8 2 33 4 58 2 83 8 

9 4 34 8 59 6 84 2 

10 5 35 6 60 10 85 9 

11 5 36 9 61 0 86 0 

12 3 37 4 62 6 87 4 

13 8 38 8 63 7 88 7 

14 4 39 6 64 4 89 3 

15 2 40 5 65 9 90 7 

16 6 41 7 66 6 91 5 

17 5 42 2 67 2 92 1 

18 1 43 5 68 14 93 6 

19 4 44 4 69 5 94 4 

20 3 45 7 70 5 95 5 

21 5 46 3 71 6 96 6 

22 4 47 7 72 6 97 5 

23 3 48 5 73 3 98 3 

24 6 49 6 74 9 99 7 

25 6 50 5 75 5 100 4 

 

4. Визначити дисперсію кількості вимог, що надходять у СМО протягом п’ятихвилинних 

проміжків часу: 

𝐷 =
∑(𝑟𝑖−𝑟𝑐)

2𝑛𝑖

𝑛
.      (22) 

5. Визначити середнє квадратичне відхилення кількості вимог, що надходять у СМО 

протягом п’ятихвилинних проміжків часу: 

𝜎 = √𝐷.        (23) 
6. Визначити відносні частоти (частості) кількості вимог, що надходять у СМО протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу: 

𝛾𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛
        (24) 

 

7. Визначити теоретичні імовірності кількості вимог, що надходять у СМО протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу: 
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𝑃𝑟 
𝑘(𝜏) = 𝑒−𝑘𝜏/𝑟𝑐 ∑

(𝑘𝜏/𝑟𝑐)
𝑛

𝑛!
𝑘𝑟+𝑘−1
𝑛=𝑘𝑟 ,   𝑟 = 0, 1, 2, …  (25) 

Розглянути випадки: k=1; k=2; k=3. 

8. Визначити теоретичні частоти кількості вимог, що надходять у СМО протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу: 
 

𝑛𝑚𝑖 = 𝑛 ∗ 𝑃𝑟 
𝑘(𝜏).       (26) 

 

9. Визначити величину 𝝌ф
2 , що характеризує відхилення теоретичних частот кількості 

вимог, що надходять у СМО протягом п’ятихвилинних проміжків часу, від емпіричних значень: 

𝝌ф
2 = ∑

(𝑛𝑖−𝑛𝑚𝑖)
2

𝑛
.       (27) 

10. Порівняти отримані значення 𝝌ф
2  з табличним значенням 𝝌табл

2 , прийнявши рівень 

значущості 𝛼 = 0.05. Число степенів свободи визначити за формулою 

𝑓 = 𝑙 − 𝑠 − 1        (28) 

де 𝑙 – кількість інтервалів після об’єднання деяких з них (об’єднувати можна ті крайні інтервали, для 

яких є дуже малою величиною); 

𝑠 - кількість додатково накладених зв’язків. 

 

 
Рисунок 2 - Розрахунок параметрів вхідного потоку вимог до СМО за кількістю вимог, що надходять 
до системи протягом п’ятихвилинних проміжків часу і апроксимація його найпростішим потоком з 

параметром стабільності k=1 

 

 
Рисунок 3 - Графіки розподілу частот та імовірностей надходження вимог до системи протягом 

п’ятихвилинних проміжків часу у випадку k=1 

 

Перевірка гіпотези про характер розподілу часу обслуговування вимог та визначення 

його параметрів 
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Нижче у табл. 2 наведені дані n=100 спостережень тривалості часу обслуговування вимог у 

СМО. Необхідно дослідити характер і обчислити параметри процесу обслуговування вимог, для чого 

необхыдно виконати наступне. 
1. Побудувати емпіричний розподіл частот тривалості часу обслуговування  

𝑡𝑖 вимог за частотами їх появи 𝑛𝑖. 
2. Визначити середнє значення 𝑡𝑐 тривалості часу обслуговування вимог: 

𝑡с =
∑𝑡𝑖𝑛𝑖

𝑛
.       (29) 

3. Визначити інтенсивність 𝜇𝐸  процесу обслуговування вимог у СМО: 

𝜇𝐸 =
1

𝑡с
.       (30) 

4. Визначити дисперсію 𝐷 тривалості часу обслуговування вимог: 

𝐷 =
∑(𝑟𝑖−𝑟𝑐)

2𝑛𝑖

𝑛
.       (31) 

5. Визначити середнє квадратичне відхилення 𝜎 тривалості часу обслуговування вимог у 

СМО: 

𝜎 = √𝐷.      (32) 

 

Таблиця 2. Дані n=100 спостережень тривалості часу 𝑡𝑖 обслуговування вимог у СМО 

𝑖 𝑡𝑖 𝑖 𝑡𝑖 𝑖 𝑡𝑖 𝑖 𝑡𝑖 
1 5 26 96 51 16 76 147 

2 172 27 14 52 176 77 24 

3 17 28 160 53 12 78 62 

4 56 29 22 54 34 79 38 

5 13 30 35 55 72 80 11 

6 128 31 108 56 37 81 182 

7 26 32 28 57 46 82 30 

8 66 33 60 58 6 83 48 

9 198 34 18 59 64 84 118 

10 44 35 99 60 203 85 10 

11 52 36 50 61 19 86 69 

12 7 37 73 62 76 87 140 

13 82 38 88 63 33 88 78 

14 32 39 9 64 90 89 5 

15 18 40 29 65 19 90 93 

16 42 41 83 66 72 91 16 

17 58 42 23 67 13 92 103 

18 6 43 36 68 37 93 38 

19 54 44 50 69 45 94 58 

20 25 45 10 70 32 95 10 

21 67 46 30 71 113 96 30 

22 40 47 83 72 130 97 49 

23 86 48 24 73 9 98 16 

24 7 49 188 74 116 99 124 

25 17 50 8 75 21 100 146 

 

6. Визначити параметр стабільності процесу обслуговування вимог у СМО: 

𝑘 =
𝑡с
2

𝐷
.      (33) 

7. Визначити емпіричні відносні частоти (частості) 𝛾𝑖  тривалості часу обслуговування 

вимог у СМО: 

𝛾𝑖 =
𝑛𝑖

𝑛
.       (34 
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8. Визначити емпіричні накопичені частоти 𝛾𝑖  тривалості часу обслуговування вимог у 

СМО: 

𝛾𝑘𝑖 = ∑ 𝑛𝑖
𝑖
𝑖=1 .      (35) 

9. Визначити емпіричні накопичені частості 𝜃𝑘𝑖 тривалості часу обслуговування вимог у 

СМО: 

𝜃𝑘𝑖 =
𝛾𝑘𝑖

𝑛
.       (36) 

10. Визначити теоретичні імовірності тривалості часу обслуговування вимог у СМО: 

𝐹𝑘(𝑇 ≤ 𝑡𝑖) = 1 − 𝑒
− 
𝑘𝑡𝑖
𝑡𝑐 ∑

( 
𝑘𝑡𝑖
𝑡𝑐
)𝑛

𝑛!
𝑘−1
𝑛=1 .      (37) 

Розглянути випадки: k=1; k=2; k=3. 

11. Визначити теоретичні накопичені частоти тривалості часу обслуговування вимог у 

СМО: 

𝑛𝑘𝑚𝑖 = 𝑛 ∗ 𝐹
𝑘(𝑇 ≤ 𝑡𝑖).      (38) 

12. Визначити теоретичні частоти тривалості часу обслуговування вимог у СМО: 

𝑛𝑚𝑖 = 𝑛𝑘𝑚(𝑖−1) − 𝑛𝑘𝑚𝑖 .      (28) 

13. Визначити величину 𝝌ф
2 , що характеризує відхилення теоретичних частот тривалості 

часу обслуговування вимог у СМО, від відповідних емпіричних значень: 

𝝌ф
2 = ∑

(𝑛𝑖−𝑛𝑚𝑖)
2

𝑛
.       (39) 

14. Порівняти отримані значення 𝝌ф
2  з табличним значенням 𝝌табл

2 , прийнявши рівень 

значущості 𝛼 = 0.05. Число степенів свободи визначити за формулою 

𝑓 = 𝑙 − 𝑠 − 1        (40) 

де 𝑙 – кількість інтервалів після об’єднання деяких з них (об’єднувати можна ті крайні інтервали, для 

яких є дуже малою величиною); 

𝑠 - кількість додатково накладених зв’язків. 

 

 
Рисунок 4 - Розрахунок параметрів процесу обслуговування вимог у СМО за тривалістю часу 

обслуговування вимог у СМО і апроксимація його найпростішим процесом з параметром 

стабільності k=1 
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Рисунок 5 - Графіки розподілу частот та імовірностей тривалості часу обслуговування вимог у СМО 

у випадку k=1 

Висновки. 

В роботі наведені методики визначення:  

 типу та параметів розподілу імовірностей надходження кількості вимог (дискретної випадкової 

величини) до системи масового обслуговування протягом проміжків часу певної величини; 

 типу та параметів розподілу імовірностей розподілу тривалості часу обслуговування вимог 

(неперервної випадкової величини) у системах масового обслуговування. 
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